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RÉSUMÉ.Une extension de la loi d’effet de taille de Bažant est proposée dans le cas d’une
courbe-R dépendante de la taille des structures. Si les comportements asymptotiques attendus
aux petites et grandes tailles restent en accord avec la loi de Bažant, on constate un décalage
vers la droite de l’asymptote relative à l’effet de taille de la MLER pour les specimens de
grandes tailles. Dans le cas d’un faible effet de taille sur la courbe-R, ce décalage souligne
une possibilité d’optimisation conséquente de la taille des structures, le gain de charge pouvant
atteindre 100% pour les structures de grandes tailles en comparaison aux prédictions de la loi
proposée de Bažant.

ABSTRACT.An extension of the Bažant Size Effect Law (SEL) is proposed in the case of a size-
dependent R-curve. If the asymptotic behaviours expected for small and large structure sizes are
in agreement with SEL, a shift to the right of the asymptote related to the size effect expected
from LEFM is observed. In the case of a slight size effect on the R-curve, this shift of the
LEFM’s asymptote emphasizes a possible substantial optimization of the structure size, a 100%
load gain appearing possible by comparison of the SEL’s predictions.
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1. Introduction

Depuis les années 80-90, la loi d’échelle faisant référence pour décrire l’effet de
taille des structures entaillées constituées de matériaux quasifragiles (béton, bois)
est la loi d’effet d’échelle de Bažant (Bažantet al., 1990, Bažant, 1997). Cette loi
d’échelle est fondée sur un comportement à rupture des matériaux quasifragiles carac-
térisé par une courbe de résistance (courbe-R) unique, i.e., indépendante de la taille des
structures. A partir d’une analyse asymptotique des propriétés énergétiques (courbe-
R), Bažant (Bažant, 1997) montre que, dans le cas de structures homothétiques en-
taillées de tailles caractéristiquesD, la contrainte nominaleσN (estimée à partir de la
charge au picPu, i.e.,σN = Pu/D2) évolue en fonction deD comme :

σN =
σmax√
1 + D

D0

, [1]

oùσmax = Bft [Pa] est la contrainte nominale maximale supportée par ces structures
et D0 [m] est la taille correspondant à l’intersection de deux comportements asymp-
totiques (Fig. 1). Dans les structures de petites tailles (i.e.,D ¿ D0), il n’y a pas
d’effet d’échelle. Lafracture process zone(FPZ) occupe tout le volume de la structure
et la rupture apparaît sans réelle propagation de fissure ; la contrainte nominale peut
alors être estimée à partir d’un critère de résistance (type RDM) :σN = σmax. Dans
les structures de grandes tailles, l’effet d’échelle est celui attendu par la mécanique
linéaire élastique de la rupture (MLER), i.e.,σN ∼ D−1/2. Dans ce cas, la FPZ n’oc-
cupe qu’une fraction infinitésimale du volume de la structure et en conséquence les
champs de contraintes et de déformations entourant la FPZ sont les champs asympto-
tiques attendus par la MLER.
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Figure 1. Loi d’effet de taille de Bažant (SEL) obtenue sur la base d’une courbe-R
unique (i.e., indépendante de la taille des structures)
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Néanmoins, si dans la loi de Bažant [Eq.(1)] les comportements asymptotiques aux
petites et grandes tailles sont précisément définis, il n’en est pas de même pour les
structures de tailles intermédiaires où l’évolution de la contrainte nominale est esti-
mée par un raccordement approximatif entre les deux comportements asymptotiques.
De plus, ce domaine de taille correspond à celui généralement exploré expérimenta-
lement, et en conséquence, la loi de Bažant est usuellement ajustée à partir du do-
maine de taille où elle est le moins précisément définie. D’autre part, il a été montré
récemment que la courbe-R d’un matériau quasifragile comme le bois pouvait être
dépendante de la taille des structures (Morelet al.,2002a). Cet effet de taille sur les
propriétés énergétiques est en désaccord avec l’hypothèse émise dans la loi d’effet
d’échelle de Bažant (courbe-R unique) et en conséquence il apparaît intéressant d’étu-
dier les conséquences d’une courbe-R dépendante de la taille en terme d’effet de taille
sur la contrainte nominale (Morel, 2007).

2. Courbe-R et longueur interne

Dans le cadre de la mécaniqueéquivalentede la rupture le comportement quasifra-
gile est caractérisé par une courbe de résistance ou courbe-R (Bažantet al.,1990, Mo-
rel et al.,2005) généralement décrite par une loi puissance qui peut prendre la forme
suivante (Morel, 2007) :

GR(∆a,D < Dmax) =

{
GR0

[
1 + φ(D)∆aβ

]
si ∆a < ∆ac(D)

GRc(D) si ∆a ≥ ∆ac(D),
[2]

où ∆a = a − a0 correspond à l’incrément de longueur de fissure (a0 étant la lon-
gueur d’entaille initiale),GR0 désigne la résistance initiale (i.e., lorsquea = a0), β
est l’exposant caractérisant la courbure de la courbe-R (0 < β < 1) et φ correspond
au préfacteur de la loi puissance. Notons que pour tout incrément∆a ≥ ∆ac, où∆ac

correspond à la longueur élastique équivalente de la FPZ (longueur interne), la résis-
tance ne suit plus la loi puissance mais reste constante et égale àGRc qui correspond
à la valeur plateau de la courbe-R.
D’autre part, de manière à modéliser un effet de taille sur cette courbe-R comme il a
pu être observé pour le bois (Morelet al.,2002a), l’increment de longueur de fissure
critique∆ac (correspondant au début du plateau de la courbe-R) et la valeur plateau de
la resistanceGRc sont ici supposés dépendants de la taille caractéristiqueD [Eq.(2)].
Afin d’assurer des effets de taille cohérents et rationnels de ces deux caractéristiques
de la courbe-R, l’utilisation d’un critère de rupture volumique est nécessaire intégrant
le volume de la FPZ et un taux de restitution d’énergie critique d’endommagement
volumique (Morel, 2007). Ainsi, si on suppose que l’effet de taille sur la longueur
interne∆ac est transitionnel entre deux comportements asymptotiques définis par :

∆ac(D) =





c0

[
1 +

(
D

Dca

)βc
]

si D < Dmax

∆acmax si D > Dmax,

[3]
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où, pour les structures de taillesD ¿ Dca, la longueur interne tend versc0 qui cor-
respond à la borne inférieure de la longueur interne (longueur minimale de la FPZ), et,
pour les structures de taillesD À Dca, ∆ac ∼ Dβc oùβc est un exposant d’échelle,
alors, l’effet de taille sur la valeur plateauGRc de la courbe-R sera également transi-
tionnel entre deux comportements asymptotiques tels que :

GRc(D) =





GR0

[
1 +

(
D
Dc

)βc
]

si D < Dmax

GRcmax si D > Dmax,

[4]

où, pour les structures de taillesD ¿ Dc, GRc tend vers la résistance initialeGR0,
tandis que pour les structures de grandes tailles (D À Dc), la valeur plateau de la
résistance évolue en fonction de la tailleD comme une loi puissance caractérisée par
le même exposant d’échelleβc que celui gérant l’effet de taille de la longueur interne
∆ac [Eq.(3)]. De plus, afin d’assurer un effet d’échelle rationnnel sur la contrainte
nominale, on montrera dans la suite que l’exposant d’échelle0 < βc < 1. De plus, si
0 < βc < 0, 5, on parlera alors defaibleseffets de taille sur la courbe-R tandis que, si
0, 5 < βc < 1, on parlera defortseffets de taille. D’autre part, pour les grandes tailles
de structures, les lois puissance utilisées dans les Eq.(3) et (4) prédisant une crois-
sance infinie de la longueur interne∆ac et de la valeur plateau de la résistanceGRc

(ce qui semble totalement déraisonnable), il a été nécessaire d’introduire une borne
supérieureDmax. Ainsi, pour les structures de taillesD > Dmax, la longueur interne
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Figure 2. Effet de taille sur la contrainte nominaleσN [Eq.(7) dans le cas d’un faible
effet d’échelle sur la courbe-R, i.e.0 < βc < 0.5
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∆ac [Eq.(3)] atteint une borne supérieure notée∆acmax correspondant à la longueur
interne maximale (longueur maximale de la FPZ) et la valeur plateauGRc de la re-
sistance [Eq.(4)] reste alors constante et égale àGRcmax. Ainsi, pour les structures
de taillesD > Dmax, la courbe-R devient indépendante de la tailleD. Enfin, notons
qu’en pratique, l’effet de taille sur la courbe-R [Eq.(2)] est obtenu par l’intermédiaire
du préfacteurφ(D) et de la longueur interne∆ac(D) [Eq.(3)].

3. Longueur relative de fissure au pic de charge

Conformément à la loi d’effet d’échelle Bažant (Bažantet al.,1990, Bažant, 1997),
lorsque la force externeP appliquée à la structure atteint la charge au picPu, la
contrainte nominaleσN peut être exprimée en fonction de la résistanceGR corres-
pondante comme :

σN =

√
E′ GR(αu)
D g(αu)

, [5]

où αu correspond à la longueur relative de fissure au pic de charge, i.e.,αu = au/D
(au étant la longueur de fissure sousPu) , etg(α) est la fonction adimensionnelle du
taux de restitution d’énergie (dépendant de la géométrie de la structure). Notons que
la longueur relative de fissure au picαu peut aussi s’exprimer commeαu = au/D =
(a0 + ∆au)/D = α0 + ∆au/D où α0 = a0/D correspond à la longueur relative
d’entaille initiale et∆au correspond à l’incrément de longueur de fissure au pic (i.e.,
∆au = au − a0).
Donc, à partir de l’Eq.(5), connaissant la courbe-RGR(α) [Eq.(2)] et la fonctiong(α),
l’étude de l’effet de taille sur la résistance nominaleσN revient à estimer l’évolution
de la longueur relative de fissureαu au pic de charge en fonction de la tailleD des
structures. En fait, la condition de pic est bien connue (Bažantet al.,1991, Morelet al.,
2005) et la longueur relative de fissureαu s’obtient en résolvant l’équation suivante :

GR
′(α)

GR(α)
=

g′(α)
g(α)

, [6]

où GR
′(α) = ∂GR(α)/∂α et g′(α) = ∂g(α)/∂α. Dans le cas présent, la résolution

de l’Eq. (6) montre différents comportements de la longueur relative de fissureαu

en fonction de la tailleD des structures (Morel, 2007). A partir des petites tailles de
structure, la longueur relative de fissureαu tend rapidement vers une solution unique
αuun (i.e., indépendante de la tailleD), puis cette solution unique disparaît au profit
d’une longueur relative de fissureαu = (a0+∆ac)/D (i.e., la force au pic est obtenue
au début du plateau de la courbe-R) et enfin pour les structures de très grandes tailles
αu → α0 (oùα0 = a0/D correspond à la longueur relative d’entaille initiale) du fait
que la longueur relative de la FPZ devient négligeable dans les structures de grandes
tailles (θ = ∆ac(D)/D → 0 quandD →∞). Néanmoins, l’effet de taille surαu est
très sensible à la valeur de l’exposant d’échelleβc (caractérisant l’intensité de l’effet
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de taille sur la courbe-R). Notamment, plusβc augmente, plus la borne supérieure
Dmax diminue. En effet, dans le cas d’un fort effet de taille (i.e.,0.5 < βc < 1), la FPZ
atteint très rapidement sa taille maximum∆acmax (longueur interne maximum), i.e.,
pour une tailleDmax faible et, en conséquence, la courbe-R devient très rapidement
indépendante de la tailleD. Ainsi, dans le cas d’un fort effet de taille sur la courbe-R
(0.5 < βc < 1), si la solution uniqueαu = αuun reste observable à partir des petites
tailles de structures, cette solution reste également valable lorsque la tailleD > Dmax,
i.e., pour une courbe-R devenue indépendante de la tailleD, et, lorsqueD →∞ alors
αu → α0 (carαu = α0 + ∆acmax/D et∆acmax/D → 0 quandD →∞).

4. Effet de taille sur la contrainte nominale

Connaissant l’évolution de la longueur relative de fissureαu au pic de charge, il
est alors possible d’estimer l’effet de taille sur la résistance au picGR(αu) et sur la
contrainte nominaleσN [Eq.(5)]. Il a été montré qu’à partir d’une analyse asympto-
tique fondée sur l’évolution des caractéristiques énergétiques, il était possible d’esti-
mer les comportements asymptotiques de la contrainte nominaleσN et ce dans le cas
d’un faible ou d’un fort effet de taille sur la courbe-R (Morel, 2007).
Ainsi, dans le cas d’un faible effet de taille sur la courbe-R (i.e., pour un exposant
d’échelle0 < βc < 0.5), les comportements asymptotiques attendus de la contrainte
nominaleσN sont de la forme :

σN '





const. si D ¿ Dmin

D− 1
2+

β+βc(1−β)
2 si Dmin ¿ D ¿ Dcc

′

D− 1
2+ βc

2 si Dcc
′ ¿ D ¿ Dmax

D− 1
2 si D À Dmax,

[7]

tandis que dans le cas d’un fort effet de taille sur la courbe-R (i.e.,0.5 < βc < 1.0),
les comportements asymptotiques sont les suivants :

σN '





const. si D ¿ Dmin

D− 1
2+

β+βc(1−β)
2 si Dmin ¿ D ¿ Dmax

D− 1
2+ β

2 si Dmax ¿ D ¿ Dmax
′′

D− 1
2 si D À Dmax

′′,

[8]

Notons que les tailles d’intersection des différents comportements asymptotiques
mentionnées dans les Eq. (7) et (8) sont obtenues analytiquement (Morel, 2007). Les
comportements asymptotiques définis en (7) sont représentés en Fig.(2)
Les Eq.(7) et (8) montrent que, quelle que soit l’intensité de l’effet de taille sur la
courbe-R, les comportements asymptotiques extrèmes attendus sont en accord ceux
proposés dans la loi d’effet de taille de Bažant [Eq.(1)], i.e., pas d’effet d’échelle dans
les structures de petites tailles et effet d’échelle de la MLER dans les structures de
grandes tailles. En revanche, pour les structures de tailles intermédiaires, l’effet de
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taille apparaît ici plus complexe montrant notamment l’existence de comportements
asymptotiques supplémentaires. Notons qu’afin d’assurer un effet de taille rationnel
de la contrainte nominaleσN (i.e., nul ou décroissant), les différents exposants des
comportements asymptotiques définis dans les Eq.(7) et (8) conduisent à une valeur
de l’exposant d’échelle0 < βc < 1. Notons également que les comportements asymp-
totiques définis en (7) et (8) ont été vérifiés par comparaison aux résultats numériques
obtenus à partir de la résolution de l’Eq.(6).
D’autre part, sur la Fig.3, l’effet de taille surσN attendu dans le cas d’un faible effet
d’échelle sur la courbe-R (7) est comparé à la loi d’effet de taille de Bažant (1). Cette
dernière est ici ajustée à partir des résultats numériques obtenus dans un domaine de
tailles : 20mm≤ D ≤ 400mm (très largement supérieur au domaine pouvant gé-
néralement être atteint expérimentalement). La Fig.3 montre que si l’accord entre la
présente loi d’échelle (7) et la loi de Bažant (notée ici SEL : Size Effect Law) est très
satisfaisant pour les petites tailles, il n’en est pas de même pour les grandes tailles
de structures. En effet, on constate un décalage vers la droite de l’asymptote relative
à l’effet de taille attendu par la MLER comparé à la loi de Bažant. Ce décalage vers
la droite souligne que dans le cas d’un faible effet de taille, la loi d’effet de taille de
Bažant sousestime la résistance nominale des structures de grandes tailles. Dans le
cas de la Fig.3, la résistance nominale estimée par la loi de Bažant est deux fois plus
faible que celle attendue par la présente théorie soit une sousestimation de l’ordre de
100%. De plus, il a été montré que le décalage vers la droite de l’asymptote relative
à la MLER diminuait avec l’augmentation de l’effet de taille sur la courbe-R, jusqu’à
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Figure 3. Comparaison entre la loi d’effet de taille de Bažant (1) et l’effet de taille
attendu dans le cas d’un faible effet d’échelle (0 < βc < 0.5) sur la courbe-R (7)
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être quasi-nul dans le cas d’un fort effet de taille (Morel, 2007). Ainsi, paradoxalement
la loi de Bažant (fondée sur une courbe-R unique) décrit parfaitement l’effet de taille
sur la contrainte nominale dans le cas où l’effet d’échelle sur les propriétés énergé-
tiques est important tandis qu’elle sousestime grandement les contraintes nominales
des structures de grandes tailles dans le cas d’un faible effet d’échelle la courbe-R.

5. Conclusion

L’extension de la loi d’effet de taille de Bažant dans le cas d’une courbe-R dé-
pendante de la taille des structures (Morel, 2007) a montré que, si les comportements
asymptotiques attendus aux petites et grandes tailles restaient en accord avec la loi de
Bažant, l’effet d’échelle obtenu pour les structures de tailles intermédiaires était en
revanche plus complexe et pouvait être décrit par différents comportements asympto-
tiques (plutôt que par un simple raccordement approximatif). La conséquence princi-
pale de cette étude est la mise en évidence d’un décalage vers la droite de l’asymptote
relative à l’effet de taille de la MLER constaté pour les specimens de grandes tailles.
Dans le cas d’un faible effet de taille sur la courbe-R (i.e.,0 < βc < 0.5), on constate
en effet une possibilité d’optimisation conséquente de la taille des structures, le gain de
charge pouvant atteindre 100% pour les structures de grandes tailles en comparaison
aux prédictions de la loi d’effet de taille de Bažant.
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